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МЕТОД ИНДЕНТИРОВАНИЯ, КАК СПОСОБ КОМПЛЕКСНОЙ 

ОЦЕНКИ СОСТОЯНИЯ ТЕХНИЧЕСКИХ ОБЪЕКТОВ 

THE INDENTATION METHOD AS A WAY OF AN INTEGRATED ASSESSMENT 

OF TECHNICAL OBJECTS 
А.С. Чернятин – к.т.н., доцент, научный сотрудник 

МГТУ им. Н.Э. Баумана, ИМАШ им. А.А. Благонравова РАН 

 

Abstract. The model problem of indentation of a spherical indenter in loaded prismatic region 

with linear hardening material is considered. The stresses acting on the boundary of the region 

and value of the yield stress are unknown parameters. To determine them the approach based on 

the minimization of discrepancies between the original data (on the residual displacements at the 

object surface due to indentation and subsequent removal of the indenter), and the results of 

numerical solution of the corresponding boundary problem (based on the FEM) is used. In order 

to evaluate a convergence process and an accuracy of the results, the investigations of influence 

of errors of the original data and the initial values of the unknown parameters are carried out. 

The successful solution of the inverse problem with nonlinearity is made possible by the 

previously developed automated software package with a graphical interface that implements the 

proposed approach in two environments: ANSYS and MATLAB. Using of a large set of the 

initial data it provides the stability and authenticity of the solution of the nonlinear problem, and 

software package provides fast and accurate determination of the unknown parameters based on 

the so-called pre-formed the bank of responses – a database containing multiple solutions contact 

elastoplastic problem. 

The results show promising solutions using the method of indentation in conjunction with 

the proposed approach for the following tasks: a) determining the loading of the object (active or 

residual stresses); b) determining the yield strength of the material (in principle, and other 

characteristics); c) the simultaneous determination of loading parameters and material of 

investigated object region. 
Метод индентирования является одним из наиболее перспективных способов 

экспериментально-расчётной оценки физико-механических характеристик 

поверхностного слоя деталей [1,2]. Он заключается во вдавливания твёрдого штампа в 

поверхность исследуемого объекта с целью образования локальных остаточных полей 

деформаций, которые затем используются для установления искомых параметров 

состояния. 

В работе на основе решения модельной задачи показана возможность применения 

индентирования для одновременного определения нагруженности объекта и предела 

текучести материала. В основу методики положен подход, предложенный в работах [3,4], 

базирующийся на поиске параметров состояния Pj (j = 1, …, NP) из условия минимизации 

расхождений экспериментально получаемых (в результате индентирования) данных ei* и 

соответствующих им данных ei, получаемых на основе численного решения 

соответствующей краевой задачи механики деформированного твёрдого тела (МДТТ) (i = 

1, …, Ne – номер деформационного отклика, соответствующий определённой точке 

измерения и компоненте вектора перемещения). На практике для регистрации 

деформационных откликов ei* подход предполагает использование методов электронно-

цифровая спекл интерферометрия и корреляции цифровых изображений, которые 

обеспечивают получение значительных массивов полей перемещений u, v, w 

бесконтактным способом. Следовательно, имеется возможность использования большого 

объёма исходных данных (Ne), что является необходимым условием получения 

устойчивого и достоверного решения рассматриваемой нелинейной и некорректной 

упругопластической задачи. Деформационные отклики ei соответствуют текущим 

значениям искомых параметров состояния Pj, которые в процессе решения задачи 

минимизации изменяются и считаются найденными в том случае, если достигается 

минимум целевой функции I, комплексно отражающей расхождение между ei* и ei [3,4]. В 
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основе определения величин ei лежим метод конечных элементов, позволяющий в полной 

мере реализовать решение необходимой краевой задачи МДТТ. Одним из важнейших 

элементов метода является создание так называемого банка откликов (БО) –

представляющего собой совокупность данных, отражающих взаимосвязь между ei и Pj, 

которая устанавливается на основе результатов предварительно и многократно решённой 

краевой задачи при различных значениях параметров Pj [3]. Такой подход обеспечивает 

быструю и точную процедура поиска параметров состояния на основе минимизации I. 

Для реализации рассматриваемого подхода разработан комплекс программ в средах 

ANSYS и MATLAB, охватывающих все этапы решения задачи: от формирования 

исходных данных ei*, до оценки устойчивости и точности полученного решения. В среде 

ANSYS разработаны макросы, обеспечивающие поэтапное решение задачи МДТТ: 

фактически расчёт ei при заданных Pj, тогда как в MATLAB функционируют программы, 

отвечающие за формирование массива ei*, постановку краевой задачи (с текущими 

значениями Pj) и контроль её решения, формирование БО, а также решение задачи 

минимизации и пр. Однако и макросы, и программы полностью адаптированы к друг 

другу, а лежащий в основе алгоритм непрерывного взаимодействие двух сред 

обеспечивает комплексную автоматизацию решения. 

 Для оценки возможности использования подхода для задач индентирования 

рассмотрена модельная задача о вдавливании сферического индентора в 

полупространство из упругопластического материала. Решение данной задачи приводится 

в среде ANSYS. Полупространство представляется в виде призматического тела (рис. 1а), 

на границах которого тела действуют однородно распределённые напряжения sx, sy, а 

поведение материала описывается билинейным законом с условным приделом текучести 

σT (рис. 1б). Шарик, диаметром d и выполненный из абсолютно жёсткого материала, 

вдавливается действующей вдоль z силой F. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Конечно-элементная модель построена так, что в области контакта сетка конечных 

элементов тела и шарика имеет сгущение, а на их поверхностях создана контактная 

группа. В плоскостях xOz и yOz приложены симметричные граничные условия. Расчёт 

остаточного состояния, возникающего после вдавливания индентора с образованием 

развитых пластических деформаций в полупространстве, производится поэтапно, в 

следующем последовательности: 

1) расчёт упругого состояния полупространства от действия sx и sy; 

2) упругопластическое решение контактной задачи о вдавливании индентора с силой 

F – с учётом состояния, полученного в п. 1); 

3) решение задачи упругой разгрузки при отведении индентора в «неконтактное» 

состояние и наложение данного состояния на состояние, полученного в п. 2; 
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                                                         а)                                                                                   б)  

Рис.1. Конечно-элементная модель тела (а) из упругопластического материала (б) 
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4) вычитание полей перемещений п. 1 из п. 3. Тем самым получаются поля 

перемещений, соответствующие упругопластическому деформированию 

Разработанная КЭМ и процедура расчёта остаточного деформированного состояния 

являются основой для проведения численного эксперимента по определению параметров 

нагруженности области конструкций и характеристик материала по остаточным полям 

перемещений на поверхности области от вдавливания индентора. В качестве исходных 

псевдо-экспериментальных данных выступают остаточные поля перемещений u*, v*, w* 

на поверхности тела, которые получены при определённых значениях sx = sx*, sy = sy* и σT 

= σT*. В последующем параметры P = {σT, sy} (при фиксированных всех остальных 

параметрах модели) считаются неизвестными и подлежат определению с использованием 

вышеизложенного подхода. Приведём последовательность решения. 

Массив псевдо-экспериментальных данных e* образован величинами u*, v*, w* в 

точках измерения, расположенных равномерно на линиях равного уровня u=const, 

v=const, w=const (аналогов интерференционных полос) в количестве n на линию 

(отметим, что поле w* имеет значительно большую плотность полос, чем поля u*, v*). 

Для различных комбинаций значений искомых параметров P(l) = {p1
l
, p2

l
} (где l – 

номер текущей комбинации) были определены деформационные отклики ei(l), на основе 

которых для каждого ei были построены интерполирующие поверхности: ei = Fi(Pj). 

Совокупность параметров, определяющих эти поверхности, образуют БО. При расчёте 

состояний использовалась разработанная КЭМ, однако, в дальнейшем отпадает 

необходимость её использования (и длительного решения упругопластической задачи), а 

вычисление ei при произвольных значениях параметров Pj производится достаточно 

быстро – посредством интерполирования. 

В итоге, искомые параметры Pj определяются из условия минимума целевой 

функции I, в качестве которой принимается либо среднеквадратическое отклонение (Irms), 

либо максимальное отклонение (Imax) между e* и ei, рассчитываемыми на каждом шаге 

минимизации I при текущих значениях Pj. Для решения безусловной задачи минимизации 

используется метод деформированного многогранника. 

 Проведена оценка влияния погрешности экспериментальных данных на точность и 

устойчивость процедуры определения параметров Pj – при различных условиях решения 

задачи. Производится она посредством внесения случайных отклонений из заданного 

диапазона ±δe в каждую компоненту вектора e*, после чего определяются параметры Pj. 

Повторяя данную процедуру многократно, можно установить разброс отклонений 

значений Pj по отношению к их истинным значениям Pj*. Кроме того, варьированию 

также подлежали начальные оценки искомых параметров: Pj
0 

= Pj*±δP. 

 В таблице 1 приведены результаты определения параметров состояния в виде 

математических ожиданий (M) и дисперсий (D) безразмерных величин */
~

iii PPP  , 

полученные для случая  I =  Irms,  δP = δe = 10%.  

 

 

 

Таблица 1. Основные результаты численных экспериментов 

№ 

 Параметры 

e 1

~
P  2

~
P  

M D M D 

1 u, v, w 0,997 0,005 
P2=const =P2*±δP 

2 w 0,997 0,005 

3 u, v, w 
P1=const =P1*±δP 

1,070 0,165 

4 u, v 1,003 0,086 

5 u, v, w 0,997 0,006 1,009 0,035 
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Исследование №1 и 2 показывают, что для определения σT (при sy известном с 

некоторой погрешностью) можно использовать как только поле w, так одновременно и 

поля u, v, w – на точность это практически не влияет. Однако, согласно исследованиям 

№3, 4, для определения sy (при неточно известном σT) следует использовать только поля u, 

v – в этом случае точность определения значительно выше, чем при использовании всех 

трёх полей перемещений (сказывается влияние «доминирующего» w), когда полное 

отклонение от точного значения может достигать 24%. Отметим, что при точном задании 

σT погрешность определения sy не превышает 0,2%. Исследование №5 заключалось в 

поэтапном определении параметров состояния: сначала по полям перемещений u, v, w 

были определена величина σT, а затем, по полям перемещений u, v определяется величина 

sy. В результате погрешность определения σT и sy достигает не более 1% и 4,5% 

соответственно. 

Представленные результаты в целом справедливы и для Imax, отличие от Irms 

заключается в количестве выполняемых итераций при минимизации: при использовании 

последней нормы их значительно меньше. 

Таким образом, на основе результатов проведенных исследований можно сделать 

вывод о возможности применения методики индентирования в сочетании с предложенной 

методикой математической обработки деформационных откликов для решения задач: как 

самостоятельного определения нагруженности объекта или свойств материала, так и 

одновременного их определения. 

 

Работа выполнена в рамках гранта РНФ 14-19-00383 
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